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SUPERCONDUCTIVITY IN LOW DIMENSIONAL SYSTEMS 

WITH DIFFERENT ENERGY DISPERSIONS 

I. GROSU1

ABSTRACT. We analyzed the possibility for occurrence of superconductivity in 

low dimensional systems, taking into consideration a linear and a constant 

dispersion law for the electronic excitations. Using a mean field BCS‐like model 

we calculate the zero temperature energy gap, the critical temperature, and 

the Gelikman‐Kresin ratio. In the case of graphene with a linear dispersion the 

coupling strength should exceed a critical value. Taking realistic parameters it 

was shown that the occurrence of the superconducting state  is not possible. 

We  find out  an opposite  situation  for  a  two‐dimensional  system with  a 

constant dispersion.  

Keywords: Superconductivity,  low dimensional  systems, graphene,  linear 

dispersion, constant dispersion. 

Superconductivity  is  a  quantum  phenomenon  of  the  electron 

system  that manifests  at macroscopic  scale.  This phenomenon  is due  to  an 

instability of  the  Fermi  liquid  state which  leads  to  a new  ground  state of 

correlated paired electrons [1]. Here  it was shown that this state  is stabilized 

whenever there exist an attractive interaction between electrons. In a common 

metal such an attraction is always provided by the electron‐phonon interaction. 

This behaviour however  is strongly modified  in the case of high‐temperature 
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superconductors  [2].  These  are  layered  compounds  with  possible  new 

pairing mechanism which  leads  to  unconventional  superconductivity.  It  was 

proposed  that  superconductivity  emerges  from  antiferromagnetic  spin 

fluctuations  in  a  doped  system  and  in  the  weak  coupling  [3,  4].  Other 

theoretical models proposed the non‐Fermi character of these compounds [5]. 

Here,  in  contrast  to  classical  Fermi  liquid behaviour  the  superconducting 

state appear only  if  the coupling  factor exceeds a critical value  [6]. Other 

models consider the Bose‐Einstein condensation phenomenon [7, 8]. More 

recent,  after  the  discovery  of  graphene  [9,  10],  experiments  on  doped 

graphene reveal that graphene can be driven to the superconducting state 

[11].  A  weak‐coupling  theory  of  superconductivity  of  Dirac  electrons  in 

graphene  layers was proposed by Kopnin and Sonin [12]. On the other hand, 

experiments  indicate  the  lack of  superconductivity  in undoped graphene, 

even an attractive electron‐electron interaction λ  could exist. The absence 

of superconductivity is rather due to the small density of states close to the 

Dirac point. In order to see this we adopt a simple mean‐field model using 

a self‐consistent equation for the order parameter   [13, 14] 
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The  factor  4  comes  from  summation  over  the  valley  and  band 

indices,  ck   is  cut‐off  momentum,  22  kkE ε ,  Bk   is  the  Boltzmann 

constant, and  T  the temperature. At the Dirac point  2222 kvFk ε , where 

Fv  is the Fermi velocity. First we consider the  0T  K case, when  0 , 

and  1)2/tanh( TkE Bk . We obtain 
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Introducing a new variable  222 kvx F , we get after integration
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where  cFc kvε . Define the critical coupling  cλ  through 
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and solving eq.(4) for  0 one obtains
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Since  00  , one conclude that  cλλ  . 

In  the  opposite  limit,  when  cTT  ,  cT   being  the  critical 

temperature, the order parameter  0 . We will have 
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or 
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With the variable  cBF Tkkvy 2/ , one obtains 
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After evaluating the integral, and define  cBc Tkb 2/ε , we have 
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Assuming  cc Tε ,  ( 1b ),  eq.(10)  reduces  to  the  approximate 

expression 
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From here we obtain the critical temperature 
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Again, in order to have a critical temperature  λ  should exceed  cλ . 

Finally, the Gelikman‐Kresin ratio will be 
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The results given by eqs.(6) and (12) should be carefully analyzed. In 

the  case of pristine  graphene,  taking  realistic parameters  [14], one  conclude 

that  cλ  exceeds λ , and  λλ  20c . In this case the superconducting phase is 

absent even in the presence of a finite electron‐phonon coupling strength. 

This conclusion remains valid for the case of twisted graphene bilayer far away 

from  the magic angle, when  the  two graphene  layers are almost uncoupled. 

The  situation changes  if one consider  the case of  linear dispersion  in  the 

presence of doping  (characterized by  finite chemical potential  μ ).  In  this 

case it was shown [14] that the superconducting state exist, and the critical 

temperature is of order of  10cT  K. 

In  the  following  we  will  consider  a model  of  a  two‐dimensional 

system, with spin and valley degeneration, and with a constant dispersion 
22
gk ε , in order to find out if the superconducting state exist. At  0T K 

the equation for the energy gap becomes 
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with  Fcc vk /ε . Using eq.(5), the momentum cut‐off will be  cFc vk λπ 2/ . 

The energy gap is given by 
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which shows  the possibility of occurrence of  the superconducting state  if 

ccg λλε 2/ .  Assuming  that  cλλ  ,  one  has  cg ε .  The  critical 

temperature is obtained from the equation 
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Introducing  the notation  λελ ccga /2 ,  the critical  temperature 

will be 
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with  1a . With this notation eq.(15) can be rewritten as 
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The Gelikman‐Kresin  ratio,  that measures  the departure  from  the 

BCS (3.53) result [15, 16, 17], will be 














a

a
a

aTk cB 1
1ln122 20            (19) 

Taking the following parameters:  200cε meV,  20/1/ cλλ , and 

4 g  meV, the energy‐gap at zero temperature will be  30  meV, the

critical temperature  20cT  K, and the Gelikman‐Kresin ratio  3.3/2 0  cBTk . 

One  can  conclude  that  a  BCS‐mean  field  model  with  a  weak 

attractive interaction, due to the electron‐phonon coupling, can explain the 

occurrence of the superconducting state,  in  low dimensional systems,  if a 

constant dispersion law is considered. Such a dispersion can occur in highly 

doped two dimensional systems. 
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